
C. R. Acad. Sci. Paris, t. 328, Skrie I, p. 717-720, 1999 
PFobl&mes mathbmatiques de la mkanique/Mafhemaficaical Problems in Mechanics 

(Equations aux dCrivCes partielles/Parfial Differential Equations) 

Analyse spectrale et singularitis d’un problhme 
de transmission non coercif 

he-Sophie BONNET-BENDHIA ‘, Monique DAUGE ‘, Karim RAMDANI a 

n ENSTAKJMA, CNRS URA 853, 32, II ou ward Victor, 75739 Paris 1, ce drx 15, Fraucp 

’ IRMAR, UniversitG de Rennrs 1, Campus de Bcaulieu, 35042 Rennes, France 

Courriel : honnet@ensta.fr, daugehniv-rennesl.fr, ramdani@ensta.fr 

(Rqu le 19 octohre 1998, accept6 le 1” dicemhre 1998) 

RCsumC. Cette Note est consacree a l’analyse spectrale d’un operateur non borne associe a un 
problbme de transmission bidimensionnel non coercif. Nous montrons par une methode 
d’equations integrales que si l’interface est reguliere, cet operateur est auto-adjoint 
& resolvante compacte. Si l’interface presente un coin, une etude des singularites 
par transformee de Mellin permet d’ohtenir une condition necessaire et suffisante, 
portant sur le contraste entre les deux milieux, pour que l’operateur soit auto-adjoint. 
S’il ne l’est pas, nous donnons une caracterisation de ses extensions auto-adjointes. 
0 Academic des Sciences/Elsevier, Paris 

Spectral analysis and singularities of a non-coercive 

transmission problem 

Abstract. This Note is devoted to the spectral analysis of an unbounded operator associated with 
a non-coercive trunsmission problem. Using an integral eyuution method, we show that, 
if the inte$ace is regular, this operator is selfadjoint and has compact resolvent. I f  the 
interface has a corner, the study of the singularities using Mellin transform allows us 
to derive a necessary and sufticient condition on the contrast between the two media 
for selfadjointness. If  the operator is not selfadjoint, a characterization of its selfadjoint 
extensions is given. 0 Academic des Sciencesfilsevier, Paris 

1. Introduction 

Soit R un ouvert borne de R2 de frontiere C rtgulibre, contenant un ouvert connexe R- de front&e 
r lipschitzienne verifiant C II r = 0. On note R+ l’ouvert 0 \ R- et n la normale ?I r‘ exterieure a R-. 

On s’interesse dans cette Note a l’etude spectrale de l’operateur A non borne de L2(0) dtfini par : 

{ 

D(A) = {U E Hh(St), div(EVu) E L”(R)}, 
Au = -cliv(&V,u), Vu E D(A), 

oh E(X) = E& dans R+, avec E+ > 0 et E.- < 0. 

Note prksentbe par Jhariste SANCHEZ-PALENCIA. 
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Ce probleme est issu de I’Ctude de la propagation d’ondes tlectromagnetiques en presence de 
materiaux supraconducteurs, le modele de London (cc [3]) conduisant en effet a des permittivites 
dielectriques negatives. 

L’operateur A Ctant symetrique, il sera auto-adjoint s’il est surjectif. Dans le cas oti E garde un 
signe constant, la surjectivite de il decoule immediatement du lemme de Lax-Milgram. Son analyse 
spectrale est dans ce cas tout a fait usuelle : .4 Ctant un operateur auto-adjoint a resolvante compacte 
(puisque l’ouvert $2 est borne), son spectre est purement ponctuel et constitue d’une suite de valeurs 
propres tendant vers fx. les vecteurs propres associes formant une base hilbertienne de L2(R). 

Lorsque E change de signe, l’operateur A n’est plus coercif, et son analyse spectrale est plus delicate. 
Nous montrons par une methode d’equations integrales que si l’interface F est reguliere et si le contraste 
/L = E+/E- est different de -1, alors l’operateur A demeure auto-adjoint a resolvante compacte. Son 
spectre est alors constitue de deux suites de valeurs propres (positives et negatives) tendant vers +oc 
et --x. Nous montrons que ce resultat reste vrai si I’interface F presente un coin. B condition que 
p, = ~c+/E- n’appartienne pas a un certain intervalle 1 de R- contenant -1. En revanche, si /L E I, 
l’operateur n’est plus auto-adjoint. L’Ctude de ses singularites au voisinage du coin (par transformee 
de Mellin) nous permet d’en donner toutes les extensions auto-adjointes. 

2. Interface rCgulil3e 

Supposons l’interface F de classe C’. On verifie aisement que montrer la surjectivite de -4 revient 
?I etablir l’existence de (a-. ,u+) E H1(f2-) x H1(O+), solution pour !I E HA1/*(I’) du probleme 
de transmission : 

(P) 

I 

AlL- = 0 (f1- ). 
All+ = 0 

u- - IL+ = 0 IF 
E-&7- - &+ma,Lll+ = fJ cm: 

‘/l+ = 0 (U 

Suivant [l], nous utilisons une methode d’equations integrales pour Ctudier l’existence d’une solution 
de (P). Soit G(.r. y) la fonction de Green du Laplacien dans 0 a trace nulle sur C. En utilisant une 
representation inttgrale de ‘II de la forme U(X) = Jr G(:c. !/)q(:y)dTy. on voit que la resolution de (P) 
es; equivalente 51 la resolution dans H- *i2 ( I‘) de l’equation integrale : 

oti K est l’operateur integral defini par la relation Kq(zr) = Jr i& G(.c, ;y)q(;y)dy, pour (1 E H-‘i2(r‘) 
et II’ E -F. Comme 1-1 = E+/&- est different de 1, on peut ecrire l’equation inttgrale (1) sous la 
forme Cquivalente : 

(K - ; Td)q = &. 
1 + /I* 

avec p = 1-/1 

On sait (c$ [I]) que si la front&e IT est reguliere, l’operateur K: est compact de H-‘j2(L’) dans 
lui-m&me. L’equation integrale (2) est done une equation de Fredholm de seconde espece, a condition 
que E+ + E- # 0, i.e. /A # -1. 11 en decoule que si 11, E R- \ {-l} est tel que p/2 n’est pas valeur 
propre de K, alors l’operateur A est auto-adjoint. Dans le cas contraire, on peut montrer que A a un 
noyau de dimension finie. et que sa restriction a l’orthogonal de ce noyau est bijective. Ceci permet 
la encore de conclure au caractere auto-adjoint de -4, et d’enoncer le : 
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Spectre et singularit& d’un probkme de transmission non coercif 

THLORGME 1. - Si l’inte@ce I- est rkgulihe et si LL = E+/E_ E R- \ (-1). l’ope’rateur A est auto- 
adjoint 13 re’solvante compacte. Son spectre est constituk de deux suites de laaleurs propres (positives et 
nkgutives) re’elles tendant vers +CC et --x). 

3. Interface h coins 

Indressons nous maintenant au cas oti l’ouvert R- n’est plus rkgulier, mais prksente - pour simplifier 
- un seul coin 0 d’angle inttkieur u = 7r/2 (voir figure 1 ci-dessous). On supposera desormais /L # -1. 

Figure I. 

L’opCrateur A &ant symktrique, on a D(A) c D(A*). 0 n se propose d’ktudier l’inclusion inverse 
en examinant la r6gularitC des &lCments de n(A) et de LJ(A*). On ddduit du paragraphe prCcCdent un 
rksultat de rkgularitk locale en tout point kgulier de l? (rkgularitk Hz de part et d’autre de l’interface), 
puis I’on Ctudie la rCgu1aritC au voisinage du coin par transformke de Mellin (c$ [2]). De man&e 
classique, les exposants de singularit sont les p6les du symbole Mellin associt? h l’opkateur A. On 
peut montrer que ces p6les sont les solutions complexes X de l’kquation : 

(p + 1) sin X7r = &I(1 - 1~) sin X(X - w) . (3) 

Suivant les valeurs de /A, cette Cquation admet dans la bande R.e X E ] - 1, l[, pour w = r/2 et p 
dCfini en (2) (outre la racine double X = 0) : 

i) soit 2 solutions rtelles 0pposCes si p < -3 ou ~1. > -l/3 : X = rt<, avec < = $ arccos (l/214) ; 
ii) soit 2 solutions imaginaires opposkes si -3 < or. < --l/3 : X = +i~/, avec q = $argch(l/2lpl). 

On introduit les fonctions singulikres correspondant & ces exposants de singularit ((T, H) dksignant 
les coordonnkes polaires associkes 5 0) : 

S(r, 0) = X(T) rAy(B) et S*(r: 0) = x(7.) FX~(0), 

oh x est une fonction de troncature Cgale B 1 au voisinage de 0. X # 0 est la solution de (3) vkrifiant 
Re X E [O, l[ et Im X 2 0, et p est la solution 27r-pkriodique sur Iw de l’kquation diffkrentielle : 

--$ E(H$g ( 1 = x2 E(H)$!(B). 

Notons que S et S* sont toujours dans L*(U) et que, de plus, dans le cas i), S appartient B H1 (12) 
mais que S* n’y appartient pas, alors que dans le cas ii), ni S ni S*n’appartiennent ZI H1(R). 

Dans le cas oti ~1 a l’une des valeurs critiques (-l/3), resp. (-3), les singularit& S et S* sont de la 

forme X(T) cp(19) et X(T) logr v(e), resp. X(T) (p(H) + i log’ 7.) et x(r) (logs y(8) + i log” T). Nous 
laisserons de c6tC ces situations et supposerons dorknavant que ~1 E ] - o(i, 0[ \{ -3, -1. -l/3}. 
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On peut alors Ctablir le : 

LEMME 2. - i) Si CL < -3 ou si p > -l/3, alors : 

1 

S(?-:e) = x(7.) r.Q@) E O(il): 
S*(7..8) = X(,r) 7-+p(O) g! 0(/i*), 
Vu E D(A*), PI= wR + /jS. 

ii) Si -3 < p < -l/3, alors : 

{ 

S(r, 0) = x(r) r’“+(B) E D(A*) \ D(A)> 
S*(r> 8) = X(T) +Jp(8) E D(A*) \ D(A). 
Vu E D(A)> u = uR., 
hJED(A*), 7J=‘ZlR+j31s+~*~!?*. 

Ici les parties rkguligres ?LR? ?)R sont duns HA(n) fl (H*(62+) x H2(f1-)) et les coeficients fi, ,8* 
sont complexes. 

En effet, la formule des rksidus appliqute au symbole Mellin de A permet de montrer que tout 
v E D(A*) s’krit sous la forme TJ = ‘?JR + j?S + p*S* + k X(T) logr. On vkifie alors que : 

- dans le cas i), on a S E D(A). Pour montrer que S* # D(A*), considkrons une boule Bh de 
rayon 6 centrke sur 0. L’application de la formule de Green dans l’ouvert 06 = ~/US permet 
de montrer que : 

{div(&VS) S* - Sdiv(EVS*)} dz = 2< 
s 

2r E(0)/(p(0)12d0. 
0 

A l’aide de l’alternative de Fredholm relative au problkme de transmission dans des espaces B 
poids sur le domaine infini form6 des deux secteurs d’ouverture 7~/2 et 3x/2, on peut Ctablir que 
cette dernikre inttgrale est non nulle. Par suite, S* 6 D(A*) et done ,0* = 0. Un raisonnement 
analogue permet de montrer que X(T) log r’ @ D(A*), et done que k = 0. 

- Dans le cas ii), on a encore x(r)logr # D(A*). Par suite, si (,u,TJ) E D(A) x D(A*), on 
peut Ccrire que 71, = ‘UR + (YS + N*S* et %r = ‘L’n + OS + p*S*. Mais comme S. S* @ D(A) 
(puisqu’aucune de ces fonctions singulikres n’est dans HI(R)), on a ntkessairement (Y = cy* = 0. 
On peut alors Ctablir que S, S* E D(A*) puisque tout ‘1~ E D(A) est, dans ce cas, assez rkgulier 
au voisinage de 0 pour permettre une intkgration par parties dans les intkgrales & Au . 3 ou 
&A~L . F. 

On dtduit du lemme 2 que D(A) = D(A*) . t si e seulement si CL < -3 ou si p > -l/3, et par suite le : 

TH~ORBME 3. - i) L’ope’ruteur A est auto-adjoint si et seulement si p < -3 ou 1-1 > -l/3. 
ii) Si -3 < CL < -l/3, toute extension auto-adjointe de A s’obtient en ajoutant & son domaine 

D(A) une combinaison linkaire de S et de S* & valeurs rkelles, ci savoir une fonction de la forme 
cy Re, S + p Im S, avec (cr,p) E iw”. 

On peut gCn&raliser ce rksultat au cas d’un angle w quelconque, les valeurs critiques (-3) et (-l/3) 
devenant pL, et l//lw, avec CL, = (w - 27r)/w. 
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