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Résumé. L'objet de cette Note est de proposer une méthode pour I'étude de la diffraction par
un réseau de plaques horizontales semi-infinies localement perturbé par un obstacle.
La méthode proposée couple une équation variationnelle posée dans un domaine borné
entourant I'obstacle et une équation pseudo-différentielle écrite sur la droite verticale située
a I'extrémité des plaques. Apres avoir donné une formulation variationnelle du probleme,
on montre que celui-ci releve de l'alternative de Fredholm, en dehors des fréquences de
résonance du réseat. 2000 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales
Elsevier SAS

Diffraction by an obstacle located in a semi-infinite plates grating

Abstract. A method to solve the scattering problem by a grating of semi-infinite horizontal
plates locally perturbed by a bounded obstacle is proposed. This method couples a
variational equation set in a bounded domain surrounding the obstacle with a pseudo-
differential equation set on the vertical line located at the end of the plates. Using a
variational formulation, we prove that the Fredholm alternative holds except for the
resonant frequencies of the grating.2000 Académie des sciences/Editions scientifiques
et médicales Elsevier SAS

Abridged English version

Let (O,z,y) be an orthonormal system of coordinates of the plane. Consider a grating constituted
semi-infinite and horizontal plates located in the half-plénec 0}. We are interested in the diffraction of
an incident plane wave by a bounded obstacle located in the grating. Without the obstacle, the geom
is periodic and one can classically look for quasi-periodic solutisas[(—3]), the problem being set in
one cell of the grating. In this Note, an original method to determine the perturbation of the diffracted fiel
due to the presence of the obstacle is presented. This method, which has been first introduced in [4
study the radiation of a semi-infinite guide, is based on the following idea: if the traceX = {z =0}
(cf. Figure 1) of the diffracted field» is known, theny can be recovered using the Fourier transform
in the half-planeQ™ = {x > 0} and using a modal decomposition in the célls of the grating that
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do not contain the obstacle. Matching the normal derivatives of the representation formulas obtained,
show thatu solves a one-dimensional problem coupled to a classical diffraction problem set in a bound:
domain surrounding the obstacle (equation (7)). After defining a suitable functional framework to study t
variational formulation of the problem, we show that whe# pr/d, for all p € Z (d being the distance
separating two plates), the Fredholm alternative holds. Thelcasgr/d corresponds to the resonances
of the grating and will not be considered here.

1. Présentation du probleme

Le plan étant muni d'un systéeme de coordonnées orthongtme,y), on considére un réseau de
plagues semi-infinies horizontales, situé dans le demi-pian 0}. L'objet de cette Note est de présenter
une méthode pour résoudre le probléme de la diffraction d’'une onde incidente plane par un obsta
borné situé dans I'une des cellules du réseau. Naturellement, la difficulté majeure provient du fait que
présence de I'obstacle détruit le caractere périodique du probleme. En effet, en I'absence d’obstacle, on|
classiquement rechercher des solutions quasi-périodiques et se ramener ainsi a un probléme posé dar
cellule du réseatct.[1-3]). On s’intéresse ici a la perturbation du champ diffracté induite par la présence d
I'obstacle. La méthode proposée a été introduite pour la premiére fois dans [4] afin d’étudier le rayonnem
d’'un guide semi-infini. Elle repose sur I'observation suivante : si I'on connait la tracechamp diffracté
sur la droite> = {« = 0} (cf. figure 1), celui-ci peut aisément étre reconstruit par transformée de Fourie
dans le demi-plaf™ = {x > 0} a droite deX et par décomposition modale a gauchédans les cellules
ne contenant pas I'obstacle. En écrivant le raccord des dérivées normales des représentations précéc
du champ diffracté, on montre que la tracegsout un probléme monodimensionnel couplé a un probleme
de diffraction classique posé dans la cellule contenant I'obstacle. En utilisant une méthode variationne
on prouve qu’en dehors des fréquences de résonance du réseau, le probleme reléve de I'alternativ
Fredholm.

On noteTl’,, = {z < 0, y = nd} les plagues du réseau audésigne la distance entre deux plaques.
Pour toutn # 0, la cellulen du réseau est notée, = {x <0, nd <y < (n + 1)d}, sa frontiered(2,;
étant constituée des plaqués etI',, 1 et deX,, = ¥ N 9., . On suppose que I'obstacle, de frontiére
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Figure 1. — Le réseau de plaques.
Figure 1. — The plates grating.
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est contenu dans la cellufe: < 0, 0 < y < d}. Enfin, le milieu de propagatioft est le domaine situé a
I'extérieur des plaques et de I'obstacle.

On notey'™® la solution quasi périodique de la diffraction d’'une onde plane par le réseau sans obstac
Le champ diffracté par le réseau pertughbésout alors le probleme de diffraction acoustique suivant :

Ap+k’p=0dansQ, d,p=0sur | JT,, dyp=gsurT, (1)
nez

ou I'on a poséy = —0, ™. Bien évidemment, pour ne conserver que les solutions sortantes de (1), il fa
imposer une condition de rayonnement. Celle-ci sera précisée ultérieurement.

Dans les paragraphes 2 et 3, nous commencgons par obtenir (de maniere formelle) une formula
variationnelle du probléme. Sa justification rigoureuse repose sur une technique d’absorption limite et
sera pas détaillée ici. Dans le paragraphe 4, nous précisons le cadre mathématique adéquat pour I'an
du probléme avant d’en faire une étude rigoureuse.

2. Représentation dan$)* et dans(2,,, n # 0

Nous allons voir comment reconstruire la solutiodu probléme (1) dan@™ puis dans chaque cellule
Q,,,n# 0, apartir de la seule connaissance de sa tiaeep|s, sur l'interface fictiveX.

La représentation de la solution dafl$ s’obtient aisément en appliquant la transformée de Fourier
(dans la directiony) au probléme (1). En effe; est donné dan@™ par I'expression :

Rtu(z,y) = F {Fu(g)e VEFrY (2)

oUF désigne la transformée de Fourier selon la direggicet ou I'on a posé pour tenir compte du caractére
sortant du champ :

SR = { VE R SiE >R,
—i/k? — €2 si€2 <k
Soulignons ici que les valeurs desatisfaisant? > k2 correspondent & des ondes évanescentes alors qui
si €2 < k2, il s’agit d’ondes propagatives.
Etant donné: # 0, la représentatioi® v de la solution dans chaque celldls;, est obtenue par une
méthode de séparation de variables a partir du développement en série de Fourdmrdgel'intervalle
I, =]nd, (n+ 1)d[. En effet, le champ diffracté résout dans chaque celldlE, le probleme aux limites :

Ap+Ekpo=0dansQ,, 0,p=0surl, Ul 1, @=usury,. (3)

Posons alors pour topte N* : 47 (y) = /2/d cos(pm (y — nd) /d) et (y) = 1/V/d. La famille (¢)7) pen
constitue une base orthonormale Hé&(1,,), et u admet sur chaque intervallg, la décomposition :
u= ;Z’B(u,wg) ", ol (-,-) désigne le produit scalaire usuel ddrg,,). Pour résoudre (3), il suffit
donc de résoudre la famille de problemes aux limites :

Al + kol =0dans;,;, oy =0Surly, UT, 41, @ =17 SUrs,,

la solution de (3) s’écrivant alors simplement= Z;’B(u, Y;) ¢y dans2 . Enrecherchant des solutions

a variables séparees, on obtient guéz, y) = ¢, (v) efr® ol I'on a posé :

/p2772/d2 _ kQ Sip2772/d2 2 kQ'
Pp= S TR 3072 i 22 /72 < 1.2
—i\/k? —p?*m2/d?® sip*m?/d* < k*.
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Notons qu'il existe un nombre fini de modes propagatifs (correspondahteai R*) et un nombre
dénombrable de modes évanescents (correspondigrt & ).
Ainsi, la solutiony de (1) est donnée dans chaque celftjepar la formule suivante :

—+oo

Ryu(z,y) =Y (uw,d)) vy (y)e™. 4)

p=0

3. Formulation du probléeme

Nous commencons par ramener le probleme posé dans la celluted, 0 < y < d} a un probleme
posé en domaine borné. On introduit a cet effet la frontiere fictiye (voir la figure 1), située sur
la verticalex = 6 < 0 et on noteQ); = {x < 6, 0 <y < d} le sous-domaine situé & gauche de
¥, . Enfin, Qy désignera le sous-domaine entourant I'obstacle limité latéralemenipat ¥, . Pour
obtenir sur¥, une condition aux limites transparente, on utilise I'opérateur de Dirichlet-Neumann. Plu
précisément, en procédant exactement comme on I'a fait pour les autres cellules, on VOiKﬁ%lOe Si

est connu, la solutiorp du probléme de diffraction est donnée ddys par la formule :R5(99\2g) =
E$$(¢\gga¢$)¢g(y) e~ Prlz=81_Sj 'on définit maintenant 'opérateur de Dirichlet-Neumahj par :
T07(99\zg) =0.(Ry (cp‘zg )5, —» ON VoIt quey est solution dang, du probleme aux limites suivant :

Ay + k2<p =0 Qo,
Oy =0 0QNTyetoQyNTy,
v =g I, (®)
Y =u Yo,
Owp = To_(@\zg) % -

Par suite, on a pour towt € H! (Q) :
Or. 0}, = (T (o1, 1 W) + [ Vo Ta-# [ 6T+ [ g3 ©)
0 Qo Qo r

Partant des représentations (2) et (4), on introduit maintenant les opérateurs de Dirichlet-N&dmann
etT, (n#0)tels que T (u) = -0, (R u))x etT,, (u) = 0. (R, u)x, . Alors, la fonction définie par :

R*u  dansQT,
p=1< R u dansQ2, , n#0,
Ryu dans,
et qui est solution de (5) dang, résout le probléme de diffraction (1) si et seulement si ses dérivées
normales a travers se raccordent, condition qui s’écrit au sens faible :

(0p0,0) 5y = —(TTu,v)s — Z(Tn_u,wgn, Vv e D(X). (7)
n#0

Les inconnues a déterminer dans (7) sont les deux foncti@s, respectivement définies shret Qg
et vérifiantus,, = o5, . Pour tout couple de fonctions réguliergsy respectivement définies shiret Qg
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et vérifiantyjs,, = 5, , il vient en comparant (6) et (7) :
Thu)s+ Y Ty uo)s, + (T (o)) + | Vo To-# [ wo=— [ gu.
Q0 r

n#£0 Q0

Posons

a

T(u,v) = (T"u / V€2 — k2 Fu(é ) dg,

a, (u,v) = (T, u,v)5, = Zﬁp(wz) (0,93),

p=0

+oo
ag (e, 0) = (T5 (@) ) = D Bply) (.09),

p=0

é((”ﬂ/’)):—/rgwa

il vient alors quex((u, ), (v,v)) = £((v,1)), avec

a((u. ), (v,7)) =a+(u,v>+Za;w,v)ma(wmg,wmgw/ w-v_w—k?/ .
n#0 Qo Qo
Nous allons maintenant définir de maniére rigoureuse le cadre mathématique adéquat pour étudie
probléme variationnel.

4. Cadre fonctionnel et alternative de Fredholm

L'espace variationnel naturel pour la recherchegajestHl(Qo) En ce qui concerna, la question
du cadre fonctionnel est plus délicate. Sit™ = {v € S'(R), [, /&% — k2| Fv(§)[*d¢ < +oo}
I'espace naturel de définition de"(-,-). Cet espace a fait IobJet d’'une etude detalllee dans [4]. En
particulier, il y est établi qué/* est un espace de Hilbert lorsqu’il est muni de la nornje|ty+ =

(fu VIE=F2[|Fo(€)[2d¢) "%, et que Pon ales injections (strictesh!/2(R) ¢ V+ ¢ HY/2(R).

Dans toute la suite, on supposera gug pr/d pour toutp € Z. Sous cette hypothése, ofa# 0 pour
tout p € Z. De plus, commég,| ~ /p?n?/d? + 1 quandp tend vers+oo, I'espace naturel de définition
poura,, (-,-) n’estautre quél'/2(1,,). On est donc amené a définir 'espace fonctionfel= {v € L2(R),

~ + .
o, € HY2 (1), 3, ez 10113 0.0, < oo}, oU [0l )y, = 32,20 V/pPa? /d? + 1|(v,407)[*. Muni de la
normel|vlly- = (3,.cz Hv||1/2 ) /2~ est un espace de Hilbert et on a linjectiiv/?(R) c V.

L'espace variationnel ol I'on est donc amené a recherehestV = VV* N V=, muni de la norme
vllv = ([[v]|3- + ||v|\%,+)1/2. Il est clair queH'/2(R) s'injecte de maniére continue da¥is Par ailleurs,
les éléments d&'+ sont localement darf§'/2(R), alors que ceux d& — ne différent de ceuk'/?(R) que
par leurs — éventuelles — discontinuités aux poipts- nd, n € Z. On en déduit donc qué = H'/2(R) et
que la norme| - || est équivalente a la norme usuelle||, 2 » (ce dernier résultat découlant du théoreme
de I'application ouverte). La formulation variationnelle du probléme est donc la suivante :

trouver(u, ) € W= {(v,9) € V x H'(Q); vj5, = ¥, } tel que:
a((u, @), (v,9)) = (v, 9), Y(v,9) € W.

On peut maintenant énoncer le résultat principal de cette Note, a savoir que le probleme de diffract
(1) releve de I'alternative de Fredholm :
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THEOREME 1. — On suppose qué # pr/d pour toutp € N. Alors, I'opérateur associé a la forme
bilinéaire a est un opérateur de Fredholm de seconde espéce.

Il s’agit de montrer que la forme bilinéairepeut s’écrirea = b + ¢, ou b(+, -) est une forme bilinéaire
coercive sulV x W etc(-,-) une forme bilinéaire associée a un opérateur compadt’siBoit :

b((“a@)a(“aw)) :a+(U7v)+7§Jan(u’v)+ao(SDE[)_’QZJE[)_)+~/§20 VSDW‘F/QO @Ev

e((u9), (0.0)) = — (K + 1) /Q 7.

Alors, par compacité de I'injection dé! () dansL?(2), c(-, -) est associée a un opérateur compact.

La coercivité dé (-, -) repose d’une part sur le découplage entre modes évanescents et propagatifs d:
les expressions des parties réelle et imaginairg(@e ¢), (u, ¢)), et d’autre part sur le signe adéquat de
ces dernieres (lequel est directement lié au choix de solutions sortantes). Plus précisément, on a :

!Reb(w),(w))\:/l VIE =R Fu@© e+ 3" ST 18,0 (w2 |* + ol

€|=k n#0p>kd/n

Commel[ul2, 5, = |91, 5, < C llell3 o, o adonc:

|Reb(<u,so>,<u,so>)\>/ VIE =R Fu@©) de+ > > 1B |(w g
[€1>k n#0p>kd/m
C 1
+ 5 lull oz, + 5 el
D’autre part :

T b((u, 0), (u )| = /W VESEFuae+ Y S 160w

n#0p<kd/m

Par suite, commg, # 0, onay>, g a, (u,u) +[[ull? 5 5, ~ [Jull,-, d'ov:

V2(b((u, ), (u,9))] = [Reb((u, 0), (u, )| + [Tmb((u, @), (u, 9))| = C(ull} + ol

Remarquel. — 1. La méthode dévelopée dans cette Note peut étre étendue au cas ou la condition
limites imposée sur la frontieré de I'obstacle est de type Dirichlet. Cette fois, commg, € Hé{)Q(En),
onaV~- c VT, desorte qué’ =V~ N V+=V~.O0n peut alors montrer que le théoréme 1 est encore
valable.

2. Du point de vue numérique, I'approche proposée fournit par ailleurs une méthode peu colteuse p
I'approximation numérique du champ diffracté par éléments finis.

%,QO)'
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